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Povzetek

Za boljso preglednost sem svoje resitve domace naloge prepisal na ra¢unalnik. Dokumentu sledi 8e rokopis.
Naloge je izdelala asistentka Ajda Lemut.

. Dokazi, da je [(z,y, 2), (u,v,w)] = 22u — yu — zv + 2yv — 2v — yw + zw skalarni produkt in ugotovi, ali je

0 2 =2
A= 0 1 0
-1 2 -1

normalna preslikava glede na [+, ].

Resitev Predpostavljam polje R in vektorski prostor V = R3, saj v kompleksnem to ni skalarni produkt
(protiprimer pozitivne definitnosti je [(1,1,1+14),(1,1,1+4)] =2). {-,-) : V x V — R je skalarni produkt, ée
zados€a naslednjim lastnostim. DokaZzimo jih za [, ].

(a) VYoeV:iv#£0= (v,v) >0

[(z,y,2), (x,y,2)] = 22° =20y + 29" —2yz+ 2" = 2 (2 —ay +y°) — 2z + 27 =

2 32 2 3y
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Sedaj pois¢imo nicle. Fiksirajmo poljubna y, z in uporabimo obrazec za ni¢le kvadratne enacbe:
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2y + \/4y? — 8 (2y? — 2yz + 2?)
T1,2 =
’ 4

I8¢emo pozitivne diskriminante.
4y® — 8 (2y° — 2yz + 2%) = —12y* + 16yz — 82> =4

Fiksirajmo poljuben z. Vodilni koeficient kvadratne enacbe je negativen. Uporabimo obrazec:

—162 + /25622 — 38422 = —12822
—24

Y1,2 =

Diskriminanta je nenegativna < z = 0. Torej z = 0, zato y = 0 in tudi x = 0 glede na obrazce. Skalarni
produkt je res pozitivno definiten.

(b) Yo,u eV : (v,u) = (u,v)
[(u,v,w), (z,y,2)] = [(z,y,2), (u,v, w)]
2ur — v —uy — 20y —wy — vz + w2 = 22U — Yyu — TV + 2Yv — 20 — vz + W2
0=0

Skalarni produkt je res simetricen.



(¢) Yaq,as € CVuy,uz,v € Vi (a1v1 + agv,v) = ag{uy, v) + as(us, v)
[a1 (1,91, 21) + a2 (22, Y2, 22) , (u, v, w)] =
= [(a171 + 2wz, a1y1 + azy2, @121 + a2z2), (u, v, w)] =
=2 (121 + @2x2) u — (1y1 + aay2) u — (a1x1 + agxs) v+
+2 (1y1 + @oy2) v — (121 + a2z2) v — (ary1 + aoys) w + (@121 + agze) w =
=201 21U + 200022U — Q1 Y1U — QoYU — Q1 T1V — QaToV+
+201Y10 4 200220 — 121V — 2220 — Q1YW — QYo + 1 21 W + QipZow =
= a1 (2210 — y1u — 10 + 2Y10 — 210 — Yrw + 21w)F g (222U — You — To¥ + 2Yov — 29U — Yow + 2owW) =
= o [(z1, 91, 21) (W, 0, 0)] + 02 [(22, ¥2, 22) , (0, v, W)

Skalarni produkt je res homogen in linearen v prvem faktorju.

Po definiciji A normalna < A*A = AA*. Izra¢unajmo torej matriko A*.

e Na predavanjih 2024-05-08 smo dokazali, da za vsak skalarni produkt [u,v] obstaja taka ortogonalna
(M* = M~1) pozitivno definitna matrika M, da velja [u,v] = (u, Mv), kjer je (-,-) standardni skalarni
produkt.

e Izpeljimo predpis za A* pri podani matriki A in skalarnem produktu [, -] s pripadajoto matriko M:
[A*z,y] = [z, Ay], uporabimo prvo tocko:

(A*x, My) = (x, M Ay) , pisimo z = My:
A%z, z) = (x, MAM~'%) | upostevajmo drugo tocko:
J g

(Az, z) = <M*1ADM:1:, z> , kjer je AY adjungacija A pri standardnem skalarnem produktu

—T  _ AeM(R
= A = M APN = M A M Y ATy
e Potrebujemo Se matriko skalarnega produkta.
mi1 M1z M3 U umii + vmiz + wWmis
((z,y,2), M (u,v,w)) = [ z Yy =z ] Mma21 M2z Ma23 v = [ Ty =z } uma1 + VMo + WMmag
m3; M3z M33 w umsy + vmsa + wmss

TuUMml1 TUVMi2 TWMi3 +
= + yumeo Yumoy Ywmas +
+  zumsy zumse zZwWmss

= [(z,y,2), (u,v,w)] = 2zu — yu — TV + 2yv — 2V — yw + zw, torej

2 -1 0 1 1 1
M=| -1 2 —1|,njeninverzpajeM t=|1 2 2
0o -1 1 1 2 3
o Izra¢unamo A* po formuli A* = M~'AT M in preverimo A*A = AA*:
1 1 1 0 0 -1 2 -1 0 -1 2 -1
Ar=11 2 2 2 1 2 -1 2 —-1|=|-2 3 -1
1 2 3 -2 0 -1 0o -1 1 -6 6 -2
1 -2 3 8 —6 2
A*A=|1 -3 5 | #]| -2 3 -1|=A4AA"
2 —-10 14 3 -2 1

A ni normala matrika.



e Da preverimo pravilnost matrike A*, lahko napravimo preizkus:

ge: A = Matr‘ix([[:':" 2, -2], [o, s 01, [-1, 2, - ]])
ge: AA = Matrix([[-1, 2, -11, [-2, 3, -1], [-6, 6, -2]11)
ge: def sp(a,b): return 2xa[0]xb[0]-a[l]*b[0]-a[0]xb[1]+2*a[1]*b[1]-a[2]*b[1]-a[l]*b[2]+a[2]*b[2]
sage: xyz = vector([var( ), var( ), var( 1)
ge: uvw = vector([var( ), var( ), var( Y1)
ser (sp(Axxyz, uvw) == sp(xyz, AAxuvw)).expand()
VXX = WX + 3%ukxy = 2xvxy + Wxy — 4xuxz + 3*AV*Z - WXZ == VAX — WX + 3xUxy — 2%Viry + Wxy - 4xuxz + 3xV*xZ - WxZ

sage: bool((sp(A*xyz, uvw) == sp(xyz, AA*uvw)).expand())
True

Slika 1: Preizkus s programom SageMath.

Dokazati, da A ni normalna, je mo¢ Se laZje. DokaZemo lahko namreé¢, da eden izmed potrebnih pogojev
za normalnost matrike ni izpolnjen. Na primer: AA* = A*A — A = PDP~!, kjer je P ortogonalna in D
diagonalna = lastni vektorji A tvorijo ortogonalno mnozico.

Lastne vrednosti A so (s kalkulatorjem) {—2,1}, kjer ima 1 algebrajsko veckratnost 2. Lastni vektorji:

2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2 2 0 -2
A—(-2)I=| 0 3 0 [ ~]03 0 |[~]03 0 /|~l03 0 |=2=2y=0=0v=(1,01)
-1 2 1 03 0 00 0 00 0
-1 2 -2 -1 2 -2
A-1I=] 0 0 0 |~]| 0 0 0 |=2=2y—2z=v=(21,0), v3=(-2,0,1)
-1 2 -2 0 0 0

[v1,v2] =[(1,0,1),(2,1,0)] =4-0—-14+0—-1-040=2%# 0= v; £ v = A ni normalna

2. Pokazi A:V — V je normalna < AA* — A* A je pozitivno semidefinitna.

Resitev
e Definiciji:
— A:V — V je normalna & A*A = AA*
— A:V =V je pozitivno semidefinitna < A = A* AVv € V : (Av,v) >0
e (=) Po predpostavki velja AA* = A*A = AA* — A*A =0

AA* — A*A L (AA* — A"A)* &0 =0"
((AA* — A" A)v,v) = (Ov,v) homagenost (v,v) =02>0
e (<)Po predpostavki velja (AA* — A*A)" = AA* — A*Ain Vv € V : ((AA* — A*A)v,v) > 0.
sled (AA* — A*A) = sled (AA*) — sled (A* A) "% %8 gloq (AA*) — sled (A*A) = 0

Sled M je vsota lastnih vrednosti M, torej je vsota lastnih vrednosti (AA* — A*A) = 0. AA*—A*A>0=
vse lastne vrednosti so nenegativne. Iz teh dveh trditev sledi, da je vsaka lastna vrednost AA*—A*A =0
AA*— A*A > 0= AA* — A* A normalna. Normalne matrike je mo¢ diagonalizirati v ortonormirani bazi:

AA* — A*A = PDP_l diagonalci so lastne vrednosti POP_1 -0
AA* = A*A = A je normalna
3. Naj bo wy = (1,1,1,1), we = (3,3, —1,—1) in y = (6,0,2,0).

(a) Poigdi ortonormirano bazo za W = Lin {w;,ws} glede na standardni skalarni produkt.

(b) Izrazi y kot vsoto vektorja iz W in vektorja iz W=.



Resitev

(a) Uporabimo Gram-Schmidtov postopek in sproti normiramo bazne vektorje:

1111
1.1,1,)/2={=,=, =, =
—11 /2= (5.5.53)

1111 1111
w=(3,3,-1,—-1)—((3,3, -1, -1 =(3,3,-1,-1)—((3,3,—-1,—-1 — =, =, = e
2 (7 3 3 ) <(7 9 9 ),’U1>’U1 (7 3 3 ) <(7 3 3 )7(2727272)><2727272>
1111 11 -1 -1
=(3,3,-1,—-1)—2 2,2, —-2,-2 =0/ ||l =0/4=| =, =, —, —
33-1-0-2(3555) - @220, w-w/llel-wi- (355 F)
Baza za W je B ={oi, v} ={(3,3:2:3)» (320 2> 7))+
(b) Dopolnimo B do baze R*. Dopolnitev {u;,us} bo ortonormirana baza za W=, nato uporabimo Fourierov
razvoj po dopolnjeni bazi. Bazo podprostora dopolnimo tako, da resimo sistem enacb.

<(:I:l7y17 Zlawl) 3 (37 37 _17 _1)> =0 <(.’L’2, Y2, 22, ’U}Q) ) (17 17 17 1)) =0

1 1 1 1 1100 - -
[3 3 _1 _1]~[ 0 1 1}:>x——y, z=—-w=u =(1,-1,0,0), 2 =(0,0,1,-1)

Sk

o 1 - o 1
w =i/ ll = (95 20.0)  wa= /Il = (0.0, 52,22
— (y,v:) 1111 11 -1 —1
= P = 67072707 59’00 0 67072707 a'’a) o ' o
Y Z@i,m” ( Jlz233))nt( I\ 7))nt

1 -1
+<(60,2,0) (\/_\/_ )>u1+<(6,0,2,0),<00\/_\/_)>u2—4v1+202+\/_ \/_
=(2,2,2,2)+ (1,1,-1,—1) + (3,-3,0,0) + (0,0,1,-1) = (3,3,1,1) e W + (3,-3,1,-1) e W+

4. Pois¢i singularni razcep matrike

1 0 0
0 -2 0
A= 0 0 O
0 0 O

Resitev

e [3¢emo U, ¥ in V, da velja A = UXV™.
e Diagonalci ¥ so singularne vrednosti A. Singularne vrednosti A so koreni lastnih vrednosti A* A, torej

0122,0'221,0'320.

1 0 00 (1)_028 10 0
AA=10 200 || 5 o 4l=l040
00 00|, o5 o 00 0

o1 0 0 100

s_| 0 o 0| _J020

“l 0 0 os| |00 O

0 0 0 00 0

e Stolpci V so ortonormirana baza jedra A*A — o2I za vse singularne vrednosti o.

-3 0 0
A*A—4AI=| 0 0 0 |=a2=2z2=0= v =(0,1,0)
0 0 —4



e Stolpci U so ortonormirana baza in velja Vi € {1..rang A} : u; = Ul-_lA’Ui. Stolpi¢ne vektorje vrang A41; - - -
najdemo tako, da dopolnimo v1,...,Vrang 4 do ONB.
0 1 0 0
-1 0 0 O
U= 0 0 0 1
0 01 0

e Dobljene matrike zmnozimo, s ¢imer potrdimo veljavnost singularnega razcepa:

0010011 00])ry | o 1 0 0

. |-t 000|020 o =2 0| _

UEVE=1"9 00 1|0 0 0 (1)8(1)_000_‘4
0 01 0][000 0 0 0

Rokopisi, ki sledijo, naj sluzijo le kot dokaz samostojnega resevanja. Zavedam se namre¢ njihovega nelicnega izgleda.





















