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Povzetek

Za boljso preglednost sem svoje reSitve domace naloge prepisal na
rac¢unalnik. Dokumentu sledi Se rokopis. Naloge je izdelala asistentka
Ajda Lemut.

1. Naj bosta V, W vektorska prostora. Pokazi, da je mnozica vseh linearnih
preslikav L(V,W) ={A:V — W : A linearna} vektorski prostor.

Resitev Definirali smo, da za linearno preslikavo velja aditivnost L (v + va) =
Lvy 4+ Lvs in homogenost Lav = aLw, skupaj L (cyv1 + aova) = o Lvg +
O[QL’UQ.

Vektorski prostor pa smo definirali kot urejeno trojico (V, +, ) 3:

(a) (V,+) je Abelova grupa: komutativnost, asociativnost, inverzi, enota,
notranjost

(b) aksiomi mnoZenja s skalarjem iz polja F: Va, 8 € F¥a,b €V :
i.a-(a+bd)=a-a+a-b
ii. (a+p8)-a=a-a+p-a
iii. (a-B)-a=a-(-a)

iv. 1-a = a, kjer je 1 enota F

Da linearne preslikave L : V' — W sploh obstajajo, privzemam, da sta V'
in W vektorska prostora nad istim poljem.

Treba je definirati 4+, F' in - ter dokazati, da je pri izbranih 4+, F in -
(L,+, ) vektorski prostor po tej definiciji. Vzemimo za + operacijo +
iz vektorskega prostora W in definirajmo operacijo na L£: VLi,Ly € L :
(L1 + L2) v := Lyv + Lav. Dokazimo, da je (L, +) abelova grupa:

(a) Notranjost operacije: Trdimo, da je Ly + Lo linearna transformacija.
Dokaz: Vv € V :

i. Aditivnost: (L1 + L2) (v1 + v2) deft Ly (v1 + v2)+La (01 + v2) aditivnost

P. de
Lyvy + Lyva + Lovy + Lovy """ Lyvy + Lovy + Lyva + Lovy ZAl

(L1 + La) v1 + (L1 + L2) vo



ii. Homogenost: « (L1 + La)v deft a (Liv + Lav) WY aliv +
algv homogenost Liav + Lyav ‘EF (L1 + La) (aw)

(b) Enote: Enota naj bo tista linearna preslikava Lo, ki slika ves V' v

0€W. Dokaz: VL € £ : Lo+ Lov 20 Ly 4 o (VHebdovagrupa

(c) Inverzi: Ker je W V. P, Vw € W3l —w € W 3: w+ (—w) = 0,
zato VL € L3 —-L € L 5 —L+ L = Ly s predpisom —L slika
element v € V v tisti w € W, ki je inverz Lv € W. —L je res € L.
Velja —L :=(—1) - L, kjer je —1 inverz enote polja, ki ga izberemo
kasneje. Yo € V,L € L: ((-1)-L)v def sledi (—1) (Lv) def- homogenost

karakteristika F#0
L (—1v) L (—v) . Ta dokaz se sklicuje na dolo¢itev polja in
skalarnega mnozenja, ki ga podam kasneje.

(d) Asociativnost: VLy,Lo, L3 € L : Ly + (L2 + Lg) = (Ll + Lg) + L3
velja ocitno iz definicije +, saj je W vektorski prostor. Komutativnost
spet iz istih razlogov.

Dolo¢iti moramo Se polje in mnozenje s skalarjem. Vzemimo za F' polje
vektorskega prostora W in mnozenje s skalarjem definirajmo takole: Vv €
Via € F: (aL)v = a(Lv). Zopet za vsak slucaj dokazimo $e linearnost
dobljene preslikave Yo, § € FVL € LVvy,v2 € V

)) aditiénost (

(a) Aditivnost: (aL) (U1 + v2) L (L (v1 + v2 a (Lvy + Lug)

def

a(Lvy) + a(Lvg) = (aL) v1 + (L) v2

(b) Homogenost: (L) (ﬁv) = a(L(Bv)) homogenost afBLv Fpotie Ba (L) A

BlaLl)v
Iz tega dokaza sledi tudi obstoj inverzov (1c).
Sedaj lahko dokaZemo Se stiri aksiome vektorskih prostorov za mnozenje
s skalarjem. Va, 8 € FVLy,Lo € V .

(a) a(Li+ L) = aLi +aLs: (a(Ly+ L2) v *E " a (L + Lyv) VX"

(¢) a(BL1) = (aB) L1: Po definiciji nasega -

(d) 1-Ly=Ly: (1-L)v™ ¥ 1. (L) "E" Lv

. Naj bo Z : R? — R? zrcaljenje preko ravnine z+y+ 2 = 0. Doloé&i matriko
Z v standardni bazi.

Resitev Tri tocke na taki ravnini so (0,0, 0), (1,0, —1) in (0,1, —1). Nor-
mala ravnine je (1,0,—1) x (0,1,—1) = (1,1, 1). Parametri¢no to ravnino
zapiSemo kot {s7¥+ pg; s,p € R}, kjer ¥ = (1,0,—1) in ¢ = (0,1,—1). Za

WV.P.



dolo¢itev matrike linearne preslikave Z bomo zrcalili Vektorje standardne
baze (1,0,0), (0,1,0) in (0,0, 1) €ez to ravnino. Zrcaljenje tv Zt ez rav-
nino je opisano z enacbo Zit = t + 2 (t — f) = 2t — t, kjer s { oznadim

pravokotno projekeijo tocke ¢ na ravnino. Torej najprej tako projicirajmo
standardno bazo na ravnino.

(t—t,q) =0= (L —t,7 (pravokotna projekcija)
(sFP+pd—1t,q) =0=(sF+pfd—1t,7) (parametricni zapis f)

s(7, @) +p(@, @) — (@) = 0 = s(", ™) +p(q,7) — (£,7)

s(F, ) + p{@. @) = (1.0
s(F, ™) +p(@,7) = (&)
Dobimo sistem enacb z neznankama s in p, parametroma projekcije. Vsta-

vimo 7 = (1,0,—1) in ¢ = (0,1, —1) ter za ¢ posamitno vse tri tocke
standardne baze in izrac¢unajmo njihove projekcije.

Nato izrac¢unamo Se njihovo zrcaljenje iz projekcij po enacbi za zrcaljenje
Zgoraj.

b1 = (1,0,0) bo = (0,1,0) by = (0,0,1)
s+2p=20 s+2p=1 s+2p=-1
2s+p=1 2s+p=0 2s+p=-1
§=—2p p=—2s

s=—-2p—1
—4p=1 s—4s =
p==p 2(—2p—1)+p=—1
1 2 2 1 1 1
p=-5, s=3 p=3, s=-3 _ o1
3 3 3’ p= 3 s 3
. 2 1 1 12
t= 59 o) o = _7_7__ bA = —1 —l g
37 3 3 33 2 3’ 3’3
o 1 2 2 - 21 2 - 2 21
Zb1: o) o' o Zb2: T av a9y o Zb3: T 9 99
373 3 3’3" 3 37 33

Dobljene z Z preslikane (¢ez ravnino zrcaljene) vektorje po stolpcih zlo-
zimo v matriko Z:

1/3  -2/3 —2/3
Z=|-2/3 1/3 -2/3
—2/3 -2/3 1/3



. Dolo¢i rang matrike

v odvisnosti od parametra t.

Resitev Za A : V — U smo definirali rangA = dimImA, kjer je
ImA = {Av;v € V}. Dokazali smo, da je rang matrike enak Stevilu li-
nearno neodvisnih vrstic matrike in da velja rangA = rangA7”.

—2—t 4 5+t 4 _24_t _11 _;

rang 1 -1 -2 1 =rang =

5+t -2 1+t
—t 3 1+t 441 4 1 44t

4 1 -3 4 1 -3
92—t 1 —t 3 -1 1
TS sy 9 14t | T8 5t 2 14t | T
4 1 44t 4 1 44t
4 1 -3 1 2 -4
-1 1 3 -1 1
Sre 4y 3 g | T 14y 3 3 | T
41 A4t 4 1 44t
1 2 —4 1 2 —4
0 -7 13 0 -7 13
THIS 0 5t 144 | T80 o =SS
0 -7 20+t 0 0 7T+t

Rang je vsaj 2, ker sta (1,2, —4) in (0, —7,13) linearno neodvisna. Rang
je kveéjemu 3, ker je manjSa izmed stranic matrike dolzine 3. Rang ne
more biti 2, ker sistem w =74t = 0 nima reSitve. rangB = 3.

. Poisci karakteristiéni in minimalni polinom matrike

4 -5 3
A= 2 -3 2
-1 1 0

in s pomocjo Cayley-Hamiltonovega izreka dolo¢i njen inverz.

4-X -5 3
Vep(A)=det(A—A)=| 2 —3-\ 2 |=
~1 1 -

=-3B+AN)—2@-XN)—10A+AB+AN)(A—-A)+10+6=



—9—3XA—8+2A—10A+ (3A+A°) (4—X) + 16 =
=—17+16 — 1IA+ 12X = 3N +4X> = N> = - X3 + N> + A — 1

Eno ni¢lo uganemo (A1 = 1), nato —A3 + A2+ X —1: A -1 = —-\? +
1 =(14+X)(1—=A). 1 jetorej dvojna nicla, Ay = —1 pa enojna. Ker
ma (A) |[Va (M), jekandidat zama (A) poleg —=Va (AN)S8ep(A) = (A—z)(A+1) =
1 — A2, Po Cayley-Hamiltonovem izreku m4 (A) = 0 = V4 (A). Toda ker
I—A%2#£0,jema(N) =-Va(A) =X =A% — X+ 1. Izracunajmo inverz:

ma(A)=A—A*—A+1=0 /-1
A3 A2 A=-T /.-A7?
ASATY - AZAT AT = 1A (=)
—A*+ A+ T=A'=
4 -5 37[ 4 -5 3 4 -5 3 100
=—| 2 -3 2 2 -3 2|+ 2 -3 2|[+|0 1 0=
-1 1 0] [-1 1 0 -1 1 0 00 1
2 -3 1
=2 -3 2|, karjeres A7L.
|1 -1 2

Rokopisi, ki sledijo, naj sluzijo le kot dokaz samostojnega reSevanja. Zavedam

se namre¢ njihovega neli¢nega izgleda.









