Resitev osme domace naloge Linearne Algebre
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Povzetek

Za boljso preglednost sem svoje resitve domace naloge prepisal na ra¢unalnik. Dokumentu sledi 8e rokopis.
Naloge je izdelala asistentka Ajda Lemut.

. Dokazi, da je [(z,y, 2), (u,v,w)] = 22u — yu — zv + 2yv — 2v — yw + zw skalarni produkt in ugotovi, ali je

0 2 =2
A= 0 1 0
-1 2 -1

normalna preslikava glede na [+, ].

Resitev Predpostavljam polje R in vektorski prostor V = R3, saj v kompleksnem to ni skalarni produkt
(protiprimer pozitivne definitnosti je [(1,1,1+14),(1,1,1+4)] =2). {-,-) : V x V — R je skalarni produkt, ée
zados€a naslednjim lastnostim. DokaZzimo jih za [, ].

(a) VYoeV:iv#£0= (v,v) >0

[(z,y,2), (x,y,2)] = 22° =20y + 29" —2yz+ 2" = 2 (2 —ay +y°) — 2z + 27 =

2 32 2 3y
~2((- )"+ ) e o2 (- ) M-
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Sedaj pois¢imo nicle. Fiksirajmo poljubna y, z in uporabimo obrazec za ni¢le kvadratne enacbe:
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2
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2y + \/4y? — 8 (2y? — 2yz + 2?)
T1,2 =
’ 4

I8¢emo pozitivne diskriminante.
4y® — 8 (2y° — 2yz + 2%) = —12y* + 16yz — 82> =4

Fiksirajmo poljuben z. Vodilni koeficient kvadratne enacbe je negativen. Uporabimo obrazec:

—162 + /25622 — 38422 = —12822
—24

Y1,2 =

Diskriminanta je nenegativna < z = 0. Torej z = 0, zato y = 0 in tudi x = 0 glede na obrazce. Skalarni
produkt je res pozitivno definiten.

(b) Yo,u eV : (v,u) = (u,v)
[(u,v,w), (z,y,2)] = [(z,y,2), (u,v, w)]
2ur — v —uy — 20y —wy — vz + w2 = 22U — Yyu — TV + 2Yv — 20 — vz + W2
0=0

Skalarni produkt je res simetricen.



(¢) Yaq,as € CVuy,uz,v € Vi (a1v1 + agv,v) = ag{uy, v) + as(us, v)
[ (21,91, 21) + (T2, Y2, 22)) , (v, v, w)] =
=2a (21 + x2) u—a (y1 + y2) u—a (21 + 22) vH20a (Y1 + y2) v—a (21 + 22) v—a (Y1 + y2) wta (21 + z2) w =
=a2(@ +r)u— (1 ty)u—(T1+22)v+2(H +y2)v— (21 +22) v — (Y1 +y2) w + (21 + 22) W) =
= a(2z1u + 2T2u — Y1u — Yo — TV — T2V + 2Y10 + 2Y2¥ — 210 — 290 — Y1W — Yow + 21W + 2ow) =
= a(2z1u — y1u — 210 + 210 — 210 — YLw + 21w) + @ (22U — You — XU + 2YoU — 22V — Yow + 2ow) =
=« [(:Eluyla Zl) ) (’LL, v, ’LU)] +a [(:I:27 Y2, 22) ) (U, v, ’U})]
Skalarni produkt je res homogen in linearen v prvem faktorju.

Po definiciji A normalna < A*A = AA*. Izra¢unajmo torej matriko A*.

e Na predavanjih 2024-05-08 smo dokazali, da za vsak skalarni produkt [u,v] obstaja taka pozitivno defi-
nitna matrika M, da velja [u,v] = (u, Mv) = u*v, kjer je (-,-) standardni skalarni produkt.

e Na predavanjih 2024-04-17 smo dokazali, da [L*]~, 5 = ([L]g. )", torej PLP™! = (PflL*P)*.

e Izpeljimo predpis za A* pri podani matriki A in skalarnem produktu [, -] s pripadajoto matriko M:
[A*z,y] = [z, Ay], uporabimo prvo tocko:

(A*x, My) = (x, M Ay) , pi§imo z = My:
(A*z, 2) = <x, MAM*12> , upostevajmo drugo tocko:

(A%z, z) = <M71ADM$, z> , kjer je A” adjungacija A pri standardnem skalarnem produktu

—T AeM(R
= A= M AN = M A M RS ATy
e Potrebujemo $e matriko skalarnega produkta.
mi1 M1z M3 U umiy + vmiz + wmaia
((x,y,z),M(u,v,w))z[a: Y z] Mo Moz  Mo3 v :[3: Yy z} uma1 + vmag + WMoz
m3; M3z M33 w umsy + vmss + wmss

TuUMmi1 TUVMi2 TWMi3 +

= 4+ yuma Yomae ywmas + =|[(z,y,2),(u,v,w)] =2xu—yu— v+ 2yv — zv — yw + zw, torej
+ zZumsaiy 2UmMs3z ZWmMs3s3

2 -1 0 1 1 1
M=| -1 2 —1|,njeninverzpajeM t=]1 2 2
0o -1 1 1 2 3
o Izra¢unamo A* po formuli A* = M~'AT M in preverimo A*A = AA*:
1 11 0 0 -1 2 -1 0 -1 2 -1
A= 1 2 2 2 1 2 -1 2 —-1|=|-2 3 -1
1 2 3 -2 0 -1 0o -1 1 -6 6 -2
1 -2 3 8 —6 2
A*A=|1 -3 5 |#| -2 3 -1 ]|=AA"
2 —-10 14 3 -2 1

A ni normala matrika.



e Da preverimo pravilnost matrike A*, lahko napravimo preizkus:

ge: A = Matl""lx([[i':, Ly _‘J) [‘s ) ‘-]7 [_—J L :[])

ge: AA = Matrix([[-1, 2, -1], [-2, 3, -1], [-6, s —211)

ge: def sp(a,b): return 2xa[0]xb[0]-a[l]*b[0]-a[0]*b[1]+2*a[1]*b[1]-a[2]*b[1]-a[1l]*b[2]+a[2]xb[2]
sage: xyz = vector([var( ), var( ), var( 1)

ge: uvw = vector([var( ), var( ), var( 31)

se: (sp(A*xyz, uvw) == sp(xyz, AA*uvw)).expand()
VHAX = WhX + 3kuky - 2xvky + wky — 4kuxz + 3kykz - wWkZ == vAX — WhX + 3xuky — 2%kvky + wky - 4kukz + 3xvkz - wkz
sage: bool((sp(A*xyz, uvw) == sp(xyz, AAxuvw)).expand())

True

Slika 1: Preizkus s programom SageMath.

2. Pokazi A:V — V je normalna < AA* — A* A je pozitivno semidefinitna.

Resitev
e Definiciji:
— A:V — V je normalna & A*A = A*
— A:V =V je pozitivno semidefinitna < A = A* AVv € V : (Av,v) >0
e (=) Po predpostavki velja AA* = A*A = AA* — A*A=0.

AA* — A*A L (AA* — A"A)* &0 =0"

((AA* — A" A)v,v) = (Ov,v) homogenost (v,v) =0>0

e («)Po predpostavki velja (AA* — A*A)" = AA* — A*A TODO TODO TODO XXX XXX XXX
XXX XXX XXX TODO TODO TODO

3. Naj bo wy = (1,1,1,1), we = (3,3, —1,—1) in y = (6,0,2,0).

(a) Poisdi ortonormirano bazo za W = Lin {w;,ws} glede na standardni skalarni produkt.
(b) Izrazi y kot vsoto vektorja iz W in vektorja iz W=.
Resitev

(a) Uporabimo Gram-Schmidtov postopek in sproti normiramo bazne vektorje:
1111
=(1,1,1,1)/2=(=,=,=, =
w=(1,1,1,1)/ (2,2,2,2>

- 1111 1111
2 = (373,—1,—1)—<(3,3,—1,—1),1}1>1}1 - (3735_15_1)_<(3735_15_1)7 <§a§7§7§)> (5757555) -

1111 11 -1 -1
=(3,3,-1,-1)—2(=,=,=,= | =(2,2,-2,-2 =v/ ||0a]| =02/4= |2, =, —,—
( ) Iy 9 ) (2727272> ( PR=P) 9 )7 V2 U2/||U2|| U?/ (2727 2 9 2 )
Baza za W je B ={uvi,va} ={(3,3:3:3) (322> 7))+
(b) Dopolnimo B do baze R*. Dopolnitev {uy,us} bo ortonormirana baza za W=, nato uporabimo Fourierov
razvoj po dopolnjeni bazi. Bazo podprostora dopolnimo tako, da resimo sistem enacb.

<($17y1a217w1) ) (3537 -1, _1)> =0 <($2,y2,22,’w2) ) (17 L1, 1)> =0

;’ ;’ _11 _ll]w{(l) (1) (1) (1)}:>x=—y, z=—-w=14; =(1,-1,0,0), 2= (0,0,1,—1)
1 -1 1 -1
uy =up/ ||uill = | —=, —=,0,0 ug = uz/ ||l = (0,0, —=, —=
=/l = (75 22.00)  wa =/ llaall = (0.0, )
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B (y,v;) o 1111
y_Z<vi,vi>vZ_ (6507250)7 2527272 v + (6 07250) 2 27 25 2

1 -1 1 6 2
+<(6020) (\f Nt )>u1+<(6,0,2,0),<00\/_ \/_)>u2—4v1+2v2+\/§u1+\/§
=(2,2,2,2)+ (1,1,-1,—1) + (3,-3,0,0) + (0,0,1,-1) = (3,3,1,1) e W + (3,-3,1,-1) e W+

4. Pois¢i singularni razcep matrike

1 0 0
0 -2 0
A= 0 0 O
0 0 O

Resitev
e [s¢emo U, ¥ in V, da velja A = UXV*.
e Diagonalci ¥ so singularne vrednosti A. Singularne vrednosti A so koreni lastnih vrednosti

o A*A torejoy =2,00=1, 03 =0.

1 0 00 (1) _02 8 1 00
A*fA=10 -2 0 0 0002040
0 0 00 0 0 0 0 00
op 0 0 1 0 0
5 0 oo 0| [0 2 0
10 0 o3| |0 OO
0 0 0 0 00
e Stolpci V so ortonormirana baza jedra A*A — oI za vse singularne vrednosti o.
-3 0 0
A*A—4] = 0 0 0|=2=0=v=(0,1,0)
0 00
0 0 0
A*A-1I=10 3 0 | =>y=0=vy=(1,0,0)
0 00
1 00
A*A-0I=[0 4 0 | =2z=y=0=v3=(0,0,1)
0 00

010
V=[v1 v v3]=|1 0 0
00 1

e Stolpci U so ortonormirana baza in velja Vi € {1..rang A} : u; = ai_lAvl-. Stolpi¢ne vektorje vrang A+1, - - -, Um
najdemo tako, da dopolnimo vi, ..., Vrang 4 do ONB.
0 1 0 0
-1 0 0 O
U= 0O 0 0 1
0O 0 1 0

e Dobljene matrike zmnozimo, s ¢imer potrdimo veljavnost singularnega razcepa:

0010011 00])ry | o 1 0 0
., |-t 000|020 o =2 0| _
UXVE=1"9 00 1|0 0 0 (1)8? 0o 0 o4
0 01 0][000 0 0 0

Rokopisi, ki sledijo, naj sluzijo le kot dokaz samostojnega resevanja. Zavedam se namrec njihovega nelicnega izgleda.



